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Abstract : The purpose of the présent work is to describe a dequantization procédure for topolog- 
ical modules over a deformed algebra. We define the characteristic variety of a topological module 
as the common zeroes of the annihilator of the représentation obtained by setting the déformation 
parameter to zéro. On the other hand, the Poisson characteristic variety is defined as the common 
zeroes of the idéal obtained by considering the annihilator of the deformed représentation, and 
only then setting the déformation parameter to zéro. 

Using Gabber's theorem, we show the involutivity of the characteristic variety. The Poisson 
characteristic variety is indeed a Poisson subvariety of the underlying Poisson manifold. We com- 
pute explicitly the characteristic variety in several examples in the Poisson-linear case, including 
the dual of any exponential solvable Lie algebra. In the nilpotent case, we show that any coadjoint 
orbit appears as the Poisson characteristic variety of a well chosen topological module. 



Résumé : Nous présentons dans ce travail un procédé de déquantification pour des modules 
topologiques sur une algèbre déformée. Nous définissons la variété caractéristique d'un module 
topologique comme l'ensemble des zéros communs de l'annulateur de la représentation obtenue 
en annulant le paramètre de déformation. Nous définissons par ailleurs la variété de Poisson 
caractéristique comme l'ensemble des zéros communs de l'idéal obtenu par quotient en annulant 
le paramètre de déformation dans l'annulateur de la représentation déformée. 

Nous montrons à l'aide du théorème de Gabber l'involutivité de la variété caractéristique. La 
variété de Poisson caractéristique est une sous-variété de Poisson de la variété de Poisson sous- 
jacente. Nous explicitons la variété caractéristique dans plusieurs exemples, incluant le dual des 
algèbres de Lie résolubles exponentielles. Dans le cas nilpotent nous montrons que toute orbite 
coadjointe est la variété de Poisson caractéristique d'un module topologique bien choisi. 
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Introduction 

Une sous-variété involutive (ou co-isotrope) d'une variété de Poisson V est une sous- 
variété plongée W telle que l'idéal des fonctions qui s'annulent sur W est une sous-algèbre 
de Poisson de C°°(V). Dans le contexte de la quantification par déformation, plusieurs 
auteurs ([BGHHW], [CF2]) ont récemment proposé des méthodes pour associer à une 
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sous- variété involutive un idéal à gauche de l'algèbre déformée (C' 00 (y)[[z/]], *), où l'étoile- 
produit sur V provient des constructions de M. Kontsevich [K] ou de D. Tamarkin [T]. 

Nous proposons dans cet article une démarche inverse : décrire un procédé pour 
déquantifier certains modules sur une algèbre déformée, c'est-à-dire associer à un tel mod- 
ule une sous- variété involutive et une sous- variété de Poisson de la variété de Poisson sous- 
jacente. Le cadre C°° est mal adapté, mais le cadre analytique ou algébrique convient : 
nous travaillons d'abord sur le corps des complexes, puis, considérant une involution na- 
turelle sur l'algèbre déformée nous mettons en évidence une classe de modules pour lesquels 
les objets ainsi mis en évidence vivent sur le corps des réels. Ce sont les modules forte- 
ment pseudo-unitaires, c'est-à-dire les modules munis d'une forme bilinéaire hermitienne 
non dégénérée compatible avec l'involution, à valeurs dans C[[u]] (où v est le paramètre de 
déformation), et telle que la forme bilinéaire quotient à valeurs dans C obtenue en v = 
est encore non- dégénérée. 

Soit (V, {, }) une variété de Poisson analytique réelle (resp. algébrique) c'est-à-dire 
une variété analytique réelle (resp. algébrique) munie d'un 2-tenseur P à coefficients analy- 
tiques (resp. réguliers) tel que le crochet de Schouten [P, P] s'annule. Le crochet de Poisson 
munit le faisceau structural O des germes de fonctions analytiques (resp. régulières) d'une 
structure de faisceau d'algèbres de Poisson. 

Nous nous limiterons au cas plat V = M. d . En complexifiant nous obtenons donc une 
structure de variété de Poisson analytique complexe (resp. algébrique) sur V e = C d . Nous 
noterons A l'algèbre de Poisson Oy des fonctions analytiques (resp. polynomiales) sur C d 
(c'est l'espace des sections globales du faisceau structural). M. Kontsevich [K] a construit 
un étoile-produit # sur V : 

fc>0 

où les coefficients Ck sont des opérateurs bidifférentiels décrits à l'aide de formules complè- 
tement explicites ne faisant intervenir que les dérivées partielles des constantes de structure 
du 2-tenseur de Poisson (voir aussi [AMM] et [MT]). En particulier si le 2-tenseur de 
Poisson est à coefficients analytiques (resp. polynomiaux) alors l'étoile-produit est aussi à 
coefficients analytiques (resp. polynomiaux). Autrement dit l'étoile-produit # munit A = 
A[[u]] d'une structure d'algèbre associative topologiquement libre sur C[[z/]]. Cette algèbre 
est naturellement filtrée par son gradué associé Gr„4 est naturellement 

isomorphe à l'algèbre de polynômes A[v] munie du produit commutatif de A étendu par 
C[^]-linéarité. Enfin cet étoile-produit est à coefficients réels : si / et g sont des fonctions 
sur V à valeurs réelles, alors f#g est aussi à valeurs réelles. 

L'étoile-produit # de M. Kontsevich est équivalent à un autre étoile-produit * [K § 8], 
[MT], [CFT] ayant les mêmes propriétés, et vérifiant de plus la propriété suivante : pour 
tout /, g dans le centre de (A, *) on a : 

f*g = fg- 

Les deux algèbres (A, #) et (A, *) sont bien entendu isomorphes. Nous appellerons le 
produit * étoile-produit de DuBo-Kontsevich [ABM] . 
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Nous nous placerons exclusivement dans le cadre algébrique. Nous définissons dans 
le premier paragraphe la variété caractéristique V(Ai) C V e d'un A-module topologique- 
ment libre Ai ainsi que sa variété de Poisson caractéristique VA(Ai) en adaptant les 
définitions de [J] de la façon suivante : considérant l'annulateur Ann.M du .A-module Ai 
nous définissons V(Ai) comme l'ensemble des zéros communs de l'annulateur du A-module 
M = .M/zaM, et VA(Ai) comme l'ensemble des zéros communs de Ann .A/f/(AnnAf HiaA). 
Ces deux objets sont des sous-variétés affines de C n (i.e. définies par l'annulation d'un 
nombre fini de polynômes). 

Nous montrons (à l'aide de [G]) que V(A4) est une sous- variété involutive de V e , que 
VA(Ai) est une sous- variété de Poisson de V e (ce qui justifie l'appellation), et que l'on a 
toujours l'inclusion : 

V(M) C VA(M). 

Après avoir montré (à l'aide de [CF1]) que l'involution / i — > f* définie par : 

r (0 = 7® 

est un anti-automorphisme de l'algèbre (A.,*), nous introduisons la notion de A-module 
fortement pseudo-unitaire, et nous montrons que la variété caractéristique d'un A-module 
fortement pseudo-unitaire est définie sur le corps des réels, ainsi que sa variété de Poisson 
caractéristique. 

Plus précisément, on prolonge d'abord la conjugaison complexe en un automorphisme 
de C[[z/]] en décrétant que v = i% est imaginaire pur, c'est-à-dire V = —v. Nous dirons que 
le module Ai est pseudo-unitaire (ou, de façon équivalente, que la représentation qui lui est 
associée est une ^représentation [Bu-W]), s'il existe une forme sesquilinéaire non-dégénérée 
< — , — > v à valeurs dans C[[u]] sur Ai qui soit hermitienne, i.e. 

< m, n > v = <n 1 m > u , m, ne Ai 

et compatible avec l'involution, i.e. vérifiant pour tout a G A : 

< am,n > v =< m,a*n > u . 

La forme < — , — > v induit par passage au quotient une forme hermitienne < — , — >o 
sur M à valeurs dans C. Si cette forme est non-dégénérée nous dirons que le module Ai 
est fortement pseudo-unitaire (ou, de façon équivalente, que la représentation associée est 
une ^représentation fortement non-dégénérée). Contrairement [Bu-W], nous ne faisons 
pas forcément d'hypothèse de positivité sur la forme sesquilinéaire. Un module fortement 
pseudo-unitaire muni d'une forme définie positive sera dit fortement unitaire. 

Dans le deuxième paragraphe nous adaptons ce cadre aux variétés de Poisson linéaires. 
Soit donc q une algèbre de Lie réelle de dimension finie, et soit V = g*. L'algèbre déformée 
A = S(g)[[u]] s'identifie, via la version formelle de l'isomorphisme de Duflo, à l'algèbre 
enveloppante formelle complexifiée : 

U„(q c ) =T(f)[[v]]/ <x®y-y®x-v[x,y\ > . 
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Il est possible de spécialiser l'indéterminée v en une valeur non nulle dans l'écriture de 
l'étoile-produit [K§ 8] : introduisons la famille à un paramètre complexe d'algèbres de Lie 
0^ o , de même espace sous-jacent g c avec le crochet de Lie : 

[X,Y] Vo = v [X,Y]. 

L'évaluation en v = vq fournit une loi non-commutative * 1/Q sur 5 , (g c ), qui est la multi- 
plication de l'algèbre enveloppante de g^ Q transportée par l'isomorphisme de Duflo. Nous 
introduisons au paragraphe 1.7 la notion de module topologiquement libre faiblement con- 
vergent, qui nous permet de spécialiser l'indéterminée v en une valeur non nulle également 
au niveau des représentations : de façon précise un module topologiquement libre faible- 
ment convergent sur A est un .A-module topologiquement libre Ai = M[[u]] sur A, où M 
est un espace topologique localement convexe séparé, tel qu'il existe R > tel que pour 
tout a G Aq et pour tout m G M la série entière ii u (a)m est faiblement convergente de 
rayon R. Ici Aq désigne la sous-C[z/]-algèbre de A engendrée par A et tc u la représentation 
associée. 

Soit maintenant (Qn)neR l a famille à un paramètre réel d'algèbres de Lie réelles de 
même espace sous-jacent g, avec le crochet : 

[X,Y] h = h[X,Y). 

Nous montrons (Proposition II.2.1 et Théorème II.3.1) l'équivalence entre la notion de 
A-module fortement unitaire faiblement convergent de rayon R et la notion de famille 
à un paramètre (ph)he]-R ,R[ de représentations unitaires de Q h telle que la famille de 
représentations de U(Q h ) ~ (S(q),*h) associée dépende faiblement analytiquement du 
paramètre h. Le passage d'une notion à l'autre est donné par la formule : 

pn{X) = -iv v {X)\ 

I v=%h 

pour tout X G Q. Le facteur i s'explique par le fait que h est réel alors que l'indéterminée 
v est formellement imaginaire pure. 

Le troisième paragraphe est consacré à quelques exemples dans le cadre Poisson- 
linéaire, plus précisément dans les cadres nilpotent et résoluble, mis à part les modules 
de Verma traités en conclusion. 

Dans la dernière partie, à l'aide de la méthode des orbites de Kirillov [Ki] et des 
résultats de N.V. Pedersen [Pel], [Pe2] nous déterminons, dans le cas des algèbres de Lie 
résolubles exponentielles la variété caractéristique d'un module fortement unitaire obtenu 
par induction unitaire d'une polarisation réelle quelconque. Nous montrons enfin que 
lorsque V est le dual d'une algèbre de Lie nilpotente toute feuille symplectique (c'est-à- 
dire toute orbite coadj ointe) peut se voir comme la variété de Poisson caractéristique d'un 
A-module fortement unitaire Ai bien choisi. 

Cette étude montre que le cadre tracé au § I pour une vaste classe de variétés de 
Poisson s'accorde bien avec la méthode des orbites de Kirillov dans le cas des variétés de 
Poisson linéaires. 
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Remarque : contrairement à l'anneau des polynômes, l'anneau des fonctions holomorphes 
sur C n n'est pas noethérien. En revanche l'anneau des germes de fonctions holomorphes 
en un point donné est noethérien. Dans l'optique d'une adaptation de nos méthodes 
au cadre analytique il serait donc intéressant de "faisceautiser" la construction présentée 
ici, c'est-à-dire de déquantifier des faisceaux de modules topologiquement libres sur le 
faisceau (C[[^]],*) d'algèbres déformées (qui a un sens puisque l'toile-produit est bid- 
ifférentiel) . Cette même approche devrait permettre d'adapter le présent travail à des 
variétés algébriques lisses plus générales [Y]. 

Remerciements : Nous remercions Georges Pinczon d'avoir attiré notre attention sur le 
point ci-dessus, et Charles Torossian pour ses remarques pertinentes. 

I. Objets géométriques associés aux algèbres déformées 

Nous gardons les notations de l'introduction en nous limitant exclusivement au cadre 
algébrique. Nous introduisons la notion d'idéal divisible de l'algèbre déformée A, puis nous 
introduisons, en nous inspirant de [J], la notion de variété caractéristique pour un ^4-module 
topologiquement libre. C'est un fermé de Zariski de V. Nos variétés caractéristiques ne 
sont pas forcément coniques (contrairement à ce qui se passe dans [J] ou [GM]), ceci grâce 
à l'introduction du paramètre de déformation dans la construction. La notion de pseudo- 
unitarité forte permet de faire vivre ces variétés caractéristiques sur le corps des réels. 

1.1. Modules topologiques sur l'anneau des séries formelles 

Nous reprenons les définitions de [Ka § XVI], [CFT § A.l] et [EK § 2.1]. Soit k[[u]] 
l'anneau des sries formelles sur un corps quelconque k. On munit cet anneau de la topologie 
z^-adique, définie par la distance ultramétrique : 

d(a,b) = 2" val ( a " & ), 

avec val a = supjj, a G ^ J A;[[z/]]}. Cette distance fait de k[[v]] un anneau topologique 
complet. Sur tout k[[u]] -module A4 on met une topologie invariante par translation en 
décidant que les v 3 A4,j G N forment une base de voisinages de zéro. Cette topologie est 
séparée si et seulement si l'intersection des v 3 A4 est réduite à {0}. Dans ce cas on peut 
définir la valuation : 

val m = sup{j, m G u 3 A4} 

et définir la topologie par la distance ultramétrique associée d(m,m') = 2 -val ( m-m ). 

On dira qu'un fc^]] -module A4 est sans torsion si l'action de v est une injection de 
A4 dans A4. On rappelle également [EK§ 2.1] qu'un /c[[z/]]-module topologiquement libre 
est un module A4 isomorphe à M[[i/]] pour un certain espace vectoriel M. 

Proposition 1.1.1 ([Ka] proposition XVI.2.4 et [CFT] lemma Al). 

Un k[[u]] -module A4 est topologiquement libre si et seulement s'il est séparé, complet et 
sans torsion. 
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Voir également [B § III. 5. 4]. Remarquons que pour un module topologiquement libre 
A4 = M[[u]], l'espace vectoriel M peut se voir également comme le quotient M/uM. 

Soit A4 un /c[[z/]]-module, et soit Af un sous- k[[v]] -module de A4. Considérons les 
/c-espaces vectoriels M = M/uM et N = Af/vAf. L'inclusion i : Af c — > A4 induit une 
application /c-linéaire : 

io : N — >M. 

On dira [E § 4.5] que le sous-/c[[z/]]-module Af est divisible si l'application io est injective. 
Autrement dit Af est divisible si et seulement si vAf = Af H uA4. Un exemple simple 
de sous- k[[u]] -module non divisible est i/M[[i/]] C M[[i/]]. Pour tout ^[zv]] -module A4, on 
écrira aussi "m = O(v ) dans A4" pour m G v 3 A4. Un sous-/c[[z/]]-module Af de A4 est 
donc divisible si et seulement si pour tout m G Af, m = 0{v) dans A4 implique m = 0(v) 
dans Af. 

L'algèbre associative A définie dans l'introduction est par construction un C[[f]]- 
module topologiquement libre. Nous appellerons A-module topologique un C[[u]] -module 
A4 muni d'une application C[[z/]]-bilinéaire : 

$ : A x A4 — > A4 

(<f, m) i — >■ Tr u ((p)m 

faisant de A4 un ^4-module. 
Proposition 1.1.2. 

Soit A4 un A-module topologique. Alors V application C[[u]]-bilinéaire $ : A x A4 — > A4 
définissant le module est continue pour les topologies v-adiques de A et de A4. 

Démonstration. Soient m G A4 et a G A. la famille Wj = $(a, m) + v 3 A4 forme une 
base de voisinages de <E>(a,m) = ix v (a)m. Considérant les voisinages Uj = a + v 3 A et 
Vj = m + v 3 A4 de a et de m respectivement, il est alors clair que l'image par $ du produit 
Ui x Vj est incluse dans VU, , ce qui montre la continuité. En particulier la multiplication 
de A x A dans A est C[[z/]]-bilinéaire continue pour la topologie z/-adique, et fait donc de 
A une algèbre topologique. 

• 

Soient A4i et AA.2 deux .4-modules topologiques. Un morphisme de ^4-modules topolo- 
giques (ou opérateur d'entrelacement) de AAi vers A4^ est une application C[[z/]] -linéaire 
continue commutant aux actions des éléments de A. On dit que A4\ et AA.2 sont équivalents 
s'il existe un opérateur d'entrelacement bijectif bicontinu de A4\ sur AÂ2- 

1.2. Idéaux divisibles 

Comme A = A[[v]] est topologiquement libre on identifiera A avec AjvA. Soit J un 
idéal à gauche de A. Il est immédiat de voir que J = J j {J n uA) est un idéal de l'algèbre 
commutative A. La situation est bien sûr la même avec les idéaux à droite. 
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Proposition 1.2.1. 

Soit J un idéal bilatère divisible de A. Alors J = J /( J fl vA) est un idéal de Poisson de 
A. 



Démonstration. Soient ao G J et bo G A. Soit a = ao + va\ + ■ ■ ■ G J représentant ao et 
soit b = bo + vb\ + • • • G A représentant bo- Par divisibilité de J on a : 



d'où on déduit, en considérant le terme constant, que {ao, bo} appartient à J. 

Remarquons que, comme J est divisible, on peut aussi identifier J à J jvj . 
1.3. Annulateurs 

Soit M. un ^4-module topologique. On définit Vannulateur Ann.M du module Ai comme 
l'ensemble des <p G A tels que K v {Lp)m = pour tout m G M. On voit immédiatement que 
alors Ann.M est un idéal bilatère de A, et que Ann.M est divisible si M. est sans torsion. 

Proposition 1.3.1. 

Soit M un A-module. Alors M = M/vM est un module sur l'algèbre commutative 
A = AjvA. 

Démonstration. C'est immédiat. On notera tïq la représentation de A dans le module M 
associée. 



Proposition 1.3.2. 

Soit M. un A-module topologique. Alors Vannulateur du A-module M = M.jvM. est 
stable par le crochet de Poisson de A. 

Démonstration. On note la représentation de A dans le module Ai. L'annulateur de 
M peut se voir comme l'ensemble des / G A tels que ir„(f)u = 0(v) pour tout u G Ai. 
Pour tout /, g G Ann M on a dans Ai : 



v 



(a*b 



b*a) G J, 



7iv(/ * g)u = n 1/ (f)n 1/ (g)u = 0(v 2 ), 



ce qui nous donne : 



Kv({f,g})m 



-M/ * 9 ~ 9 * f)-m + 0(v) 



d'où le résultat. 
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Remarque : L'anneau A étant noethérien [B], Pannulateur de M est finiment engendré. 



1.4. Involutivité 

Soit V = M. d une variété de Poisson plate algébrique réelle (comme dans l'introduction), 
et soit W C V e une sous-variété affine. Soit I(W) l'idéal de A constitué par les fonctions 
qui s'annulent sur W. On dira que W est involutive ou co-isotrope si l'idéal I(W) est 
stable par le crochet de Poisson. C'est équivalent à l'annulation du 2-tenseur de Poisson 
sur la deuxième puissance extérieure du fibré conormal de W [BGHHW], [CF2]. 

Proposition 1.4.1. 

Soit W une sous-variété affine de V e . Soit W r la partie non-singulière de W. Si W est 
involutive, alors pour toute feuille symplectique S de V e coupant W r transversalement 
l'intersection W r H S est une sous-variété co-isotrope de S, c'est-à-dire que pour tout 
x G W r n S on a : 

(T x (w r n S)r c T x (w r n S), (1.4.1) 

où l'exposant u désigne l'orthogonal dans T X S pour la forme symplectique. 

Démonstration. Nous adaptons la démonstration de la proposition 19 de [GM § II 1.4]. 
Soit x e W r n S. Soit P x le 2-tenseur de Poisson en x, et soit P x : T*V C -> T X V C 
l'application linéaire antisymétrique associée, définie par : 

<V,Px(0>=Px(Ç,v)- (1-4-2) 
L'image de P x est précisément T X S. 

Lemme 1.4.2. 

On a l'égalité : 

T x (W r n S)" = P x {T x (W r n S)- 1 ), (1.4.3) 
où l'exposant _L désigne l'orthogonal d'un sous-espace dans le dual. 

Démonstration. Soit £ G T x (W r fl S)- 1 . Alors pour tout Y G T x (W r fl S) on a : 

w(P x (0, Y) =< C, Y >= 0, (1.4.4) 

ce qui montre l'inclusion : 

p x (T x (w r n s^) cT x (w r nsr. 

Pour montrer l'inclusion inverse on considère un X dans T x (W r nS) UJ . C'est l'image par P x 
d'un élément £ de T* V, et il est immédiat d'après (1.4.4) que £ appartient à T x (W r (~)S) ± . 
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Fin de la démonstration de la proposition 1.4.1 : Soit X G T X S. Par définition d'une feuille 
symplectique il existe ip G A telle que X coïncide avec le champ hamiltonien H^x). Alors 
X appartient à (T x (W r H S))" si et seulement si pour tout Y G T x (W r fl S) on a : 

u(X, Y) = Y.ip(x) = d(p(x)(Y) = 0. 

Maintenant, l'espace B x des d(f(x) où (p G /(VF) est l'orthogonal de T x W r . Grâce à 
la condition de transversalité nous pouvons donc écrire : 

T x (W r n S) 1 - = (T x W r n TxS) 1 - = B X + (T^)- 1 , (1.4.5) 

Soient donc I,F G ^(W 7 " n S)"- D'après (1.4.5) et le lemme 1.4.2 il existe cp, t/j G I(W) 
telles que X = P x (d(p(x)) = H (p (x) et Y = H^{x). On a alors grâce à l'involutivité : 

u(X,Y) = {<p,4>}(x) = 0, 

Ce qui termine la démonstration. 

Remarque : on a l'égalité : 

T x (W r n Sr = P x {{T x W r ) L ). (1-4.7) 
On a une réciproque partielle à la proposition 1.4.1 : 

Proposition 1.4.3. 

Soit W une sous-variété affine de V e . Soit W r la partie non-singulière de W. Supposons 
qu'il existe un ensemble Zariski-dense U de W r tel que : 

1 ) pour tout x G U, l'intersection de W r avec la feuille symplectique S x passant par x est 
transverse. 

2) W r fl 5^ est co-isotrope dans S x . 
Alors W est involutive. 

Démonstration. On voit facilement que sous les hypothèses de la proposition, si / et g 
appartiennent à I(W) alors {/, g} s'annule sur l'ensemble Zariski-dense U de W r , et donc 
sur W tout entier. Rappelons [V] que même dans le cas algébrique que nous considérons, 
les feuilles symplectiques ne sont pas en général des sous- variétés algébriques de V e . Un 
exemple de cette situation est donné au paragraphe III. 4. 

• 

1.5. Variétés caractéristiques 

Soit A4 un ^4-module topologique. La variété caractéristique V(A4) de A4 est définie 
comme l'ensemble des zéros communs de l'annulateur du A-module M = AAjvAA. Si A4 
est sans torsion, on appellera variété de Poisson caractéristique de A4 et, comme dans [J], 
on notera VA(A4) l'ensemble des zéros communs de l'idéal Ann .M / ( Ann .M fl uA) de A. 
Cette terminologie est justifiée au corollaire 1.5.3 ci-dessous. 

Comme A est un anneau commutatif noethérien, le gradué associé A[u] de A est aussi 
noethérien [B § III. 2 corollaire 1]. On peut donc appliquer le théorème d'intégrabilité des 
variétés caractéristiques de Gabber [G, Theorem I] : 
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Théorème 1.5.1 (Intégrabilité des caractéristiques : O. Gabber). 

Supposons que Ai soit un A-module ûniment engendré, et soit M = A\/vA\. Alors le 
radical J(Ai) de AnnM est stable par le crochet de Poisson. 

Remarque : J(Ai) est l'idéal des éléments de A qui s' annulent sur la variété caractéristique 
V(Ai). Le théorème dit donc que V(Ai) est involutive. 

Théorème 1.5.2. 

L'ensemble des zéros communs d'un idéal de Poisson est une sous-variété de Poisson de 
V e . 

Démonstration. Soit J un idéal de Poisson de A, et soit / G J. Soit x annulant tous les 
éléments de J, et soit y = </>t(x), où {4>t)\t\<e est le flot d'un champ de vecteurs hamiltonien 
H g , g £ A. Par analyticité du flot, on a pour \t\ assez petit : 

(/o^)(x) = J]-(ad^./)(x)t fc , (1.5.1) 

£:=0 

où le membre de droite est convergent. Or le terme : 

(ad k g.f)(x) = {g,{g,...{g,f}...}}(x) 

s'annule, puisque J est un idéal de Poisson. Donc (/ o (f) t )(x) s'annule pour t assez petit. 
On en déduit que la feuille symplectique passant par x est entièrement contenue dans 
l'ensemble des zéros communs de J. 



Corollaire 1.5.3. 

La variété de Poisson caractéristique VA(Ai) d'un A- module topologique sans torsion Ai 
est une sous-variété de Poisson de V e . 

Démonstration. Comme Ai est sans torsion, l'idéal AnnTW de A est divisible, et donc 
d'après la proposition 1.2.1 Ann A^/(Ann Ai H uA) est un idéal de Poisson de A. 



Proposition 1.5.4. 

Pour tout A-module topologique sans torsion Ai on a l'inclusion 



V(M) C VA(M). (1.5.2) 



Démonstration. Ce résultat découle naturellement des caractérisations suivantes : 
AnnM = Ann(M/isM) = {(p e A/tt^q) = 0(u)} 
Ann A4 /(Ann A4 n vA) = {v?o G A /Bip = <p + vip x + ... G A/tt v {v) = °}- 



(1.5.3) 



Il est clair que le deuxième idéal est contenu dans le premier, d'où l'inclusion inverse des 
variétés caractéristiques. 
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Remarque : les annulateurs de deux modules topologiquement libres équivalents sont 
égaux. La variété de Poisson caractéristique VA(Ai) ne dépend donc que de la classe 
d'équivalence de A4. Il n'en va pas de même de la variété caractéristique V(A4). 

1.6. Involution et ^représentations 

A. Cattaneo et G. Felder ont remarqué [CF1 § 2] que l'algèbre (A, #) est naturellement 
munie d'une involution. Nous adaptons ici leurs arguments, et nous allons montrer que 
cette involution est également une involution pour l'étoile-produit * de Duflo-Kontsevich. 
On étend la conjugaison complexe en un automorphisme involutif de C[[u]] en posant 
simplement 17 = — v. On considère donc v comme "imaginaire pur", et nous poserons 
également v = iTi, où h = h peut être considéré comme "réel" . 

Proposition 1.6.1. 

L 'involution semi-linéaire /•—>/* de A définie par : 



no = /(o a-e-i) 

est un anti-automorphisme de V algèbre (A, #). 

Démonstration. Dans l'expression de l'étoile-produit on peut remplacer le paramètre v par 
n'importe quelle série formelle sans terme constant. En particulier on peut remplacer v 
par h = —iu (qui vérifie alors h = h). L'étoile-produit # étant défini par des opérateurs 
bi-différentiels à coefficients réels, on vérifie facilement que l'on a : 

(/#»</)* = f*#K9*. (1-6.2) 

d'où l'on déduit : 

(f#v9Y = r#-*9*- (1.6-3) 

Enfin, on sait (voir la remarque à la fin du § 2 de [CEI]) que F étoile-produit de Kontsevich 
vérifie la propriété de parité alternée de ses coefficients, c'est-à-dire : 

/#_^ = g# v f. (1.6.4) 

D'après (1.6.3) on a donc : 

(/#,<?)* = <?*#,/*, (1-6.5) 

d'où le résultat. 



Proposition 1.6.2. 

L'involution />—>/* est également un anti-automorphisme de l'algèbre (A,*) munie de 
l'étoile-produit de Duflo-Kontsevich. Elle se restreint à A et sa restriction est un (anti-) 
automorphisme de l'algèbre commutative A. 
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Démonstration. Soit D = I + vD\ + ■ ■ ■ l'opérateur différentiel formel qui réalise l'équiva- 
lence entre les deux étoile-produits : 

f*g = D(D- 1 f#D- 1 g). (1.6.6) 

Cet opérateur d'équivalence D est à coefficients réels, et commute donc avec l'involution 
/•—>/*• L'involution semi-linéaire / h- > f° définie par : 

f° = (I-6-7) 

coïncide donc avec /•—>/*. Dans le cadre des variétés de Poisson linéaires (voir § II.l 
ci-dessous) on a même l'égalité entre les deux étoile-produits. 

L'involution se restreint de manière évidente à A. De plus l'involution respecte vA, 
et l'involution ainsi définie sur AjvA correspond à cette restriction via l'isomorphisme 
canonique de A sur AjvA. 

• 

Soit tï v une représentation de («4,*) dans un module topologique Ai. A la suite de 
[Bu-W] on dit que n v est une ^-représentation de A dans Ai si on a : 

< 7r„(/)u, v > v =< u,7r v (f)*v >„, u,v G M, f G A (1.6.8) 

pour une certaine forme sesquilinéaire < — , — >„ hermitienne non-dégénérée (sans hy- 
pothèse de positivité) sur Ai à valeurs dans C[[z/]]. On dira que 1' ^représentation est 
unitaire si de plus cette forme sesquilinéaire est définie positive, c'est-à-dire < x, x >„> 
pour tout x G M. non nul, l'ordre sur étant l'ordre lexicographique. 

Cette forme sesquilinéaire définit par passage au quotient une forme sesquilinéaire sur 
M = Ai/uAi à valeurs dans C. Nous supposerons que la forme < —, — > v est fortement 
non-dégénérée, c'est-à-dire que nous supposerons aussi non-dégénérée la forme quotient 
sur M. Dans ce cas on dira que 1' ^représentation est fortement non dégénérée. Une 
représentation fortement non dégénérée et unitaire sera dite fortement unitaire. 

Un ^4-module unitaire (resp. pseudo-unitaire) sera par définition un module topologi- 
que muni d'une représentation unitaire (resp. d'une ^représentation) de A. Un A- 
module fortement unitaire (resp. fortement pseudo-unitaire) sera par définition un module 
topologique muni d'une représentation fortement unitaire (resp. d'une ^représentation 
fortement non dégénérée) de A. 

Proposition 1.6.3. 

Soit n v une ^-représentation fortement non-dégénérée de (^4, *) dans un module topologique 
Ai. Alors l'annulateur de M = At/vAi est engendré par un nombre fini d'éléments auto- 
adjoints de A. Il en est de même de Ann .M/(Ann Ai fl vA). 
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Démonstration. Tout élément f de A s'écrit de manière unique 



f = f + +if~, (I-6-9) 
où /+ et /~ sont auto-adjoints. On a : 

f + = \u+n, r = ^u-n- (i-6.io) 

Grâce à la non-dégénérescence du produit scalaire sur M on voit que si / appartient à 
AnnM, /* appartient aussi à AnnM. Soit {/i, ...,/&} un système de générateurs de 
AnnM. Il est alors clair que AnnM est engendré par {f^,...,f^,f^,...,fj^}. Le même 
raisonnement s'applique à Ann.M/(Ann.M H v ^)i comme on peut le voir en utilisant la 
deuxième égalité (1.5.3) et la pseudo-unitarité forte de M. 

• 

Corollaire 1.6.4. 

Sous les hypothèses ci-dessus, la variété caractéristique V{M) d'un module fortement 
pseudo-unitaire est réelle, de même que sa variété de Poisson caractéristique VA{M) 
lorsque M est sans torsion. 

Démonstration. La variété caractéristique V(M) est définie par les 2k équations : 

//(£) = /7(£) = o, j = i, (L6.li) 

Or les polynômes sont bien à coefficients réels par définition de l'involution. Le raison- 
nement pour VA(Xi) est identique. 

• 

Remarque 1 : La proposition 1.6.3 et le corollaire 1.6.4 n'utilisent pas d'hypothèse de 
positivité sur le produit scalaire. Il faut noter que les notions de non-dégénérescence 
introduites ici sont différentes de celles introduites dans [Bu-W], qui par ailleurs se placent 
d'emblée dans le cas unitaire. 

Remarque 2 : On notera indifféremment V(M) = V(ir v ) pour la variété caractéristique, 
et VA(Ai) = VA(tt u ) pour la variété de Poisson caractéristique. 

1.7. Modules topologiquement libres convergents 

Nous aurons besoin par la suite de spécialiser le paramètre de déformation v en une valeur 
complexe non nulle, en faisant converger les séries formelles. Soit M. = M[[v]] un module 
topologiquement libre sur l'algèbre déformée A = A[[v]], et soit -k v la représentation as- 
sociée. On suppose de plus que M est un espace topologique localement convexe séparé. 
Soit Aq la sous-C[z/] -algèbre de A engendrée par A. C'est l'ensemble des sommes : 

N 
J=0 
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où n G N et chaque aj est une somme de termes du type ai * • - • * a r , avec ai, . . . , a r G A. 
On dira que Ai = M[[i/]] est faiblement convergent s'il existe R > tel que pour tout 
a G Aq et tout m G M la série entière 7T u (a)m converge faiblement pour v = vq dans 
le disque de rayon R vers un vecteur de M que l'on notera 7T^ (a)m. L'unicité de cette 
limite faible est assurée par le théorème de Hahn-Banach. Le rayon de convergence Rm 
du module est alors défini comme la borne supérieure des rayons R ci-dessus. 

Proposition 1.7.1. 

Un module topologiquement libre faiblement convergent Ai = M[[u]] de rayon Rm induit 
une famille de représentations (tt^ )i> €D(o,r m ) de Aq dans M. 

Démonstration. Pour tout a, b G A, pour tout m G M et pour tout m' dans le dual 
topologique M' on a égalité entre séries formelles : 

< m', 7T u (a * b)m >=< m', -K v (a)ii v {b)m > . (1.7.1) 

L'égalité reste valide lorsque a et b sont dans Aq. On a convergence de ces deux séries 
entières en v = u G -D(0, Rm) , et le membre de droite est aussi la limite de la série entière 
< m', 7r u (a)iT^ () (b)m > en v = u . On a donc pour tout u G -D(0, Rm) l'égalité dans M : 

(a * b)m = ir^ (a)ir^ (b)m. (1-7.2) 



II. Application au cas des variétés de Poisson linéaires 

Nous allons appliquer les résultats précédents aux représentations des algèbres de Lie. 
L'ingrédient essentiel ici est la spécialisation du paramètre de déformation v en un imagi- 
naire pur quelconque, ce qui permet (Théorème II.3.1) d'associer à un module topologique- 
ment libre faiblement convergent fortement unitaire sur l'algèbre déformée une famille à 
un paramètre réel (pn) de représentations unitaires d'algèbres de Lie. 

Soit V = M. d une variété de Poisson linéaire. Alors le dual V* des formes linéaires sur 
V forme une sous-algèbre de Lie g de l'algèbre A des polynômes sur V munie du crochet 
de Poisson. On voit donc la variété de Poisson V comme le dual 0* de l'algèbre de Lie $j. 
Le crochet de Poisson de Kirillov-Kostant-Souriau s'exprime pour /, g G A et £ G par la 
formule [W § 3] : 

{f,9}(0=<^ W(0,dg(0}>. 

II.l. L'algèbre (A, *) 

Soit g une algèbre de Lie sur le corps M, et soit A = S(q € ). Il résulte des travaux 
de B. Shoikhet sur l'annulation des poids associés aux "roues" [FS], [S], que les deux 
étoile-produits # et * coïncident. L'algèbre (^4, *) est isomorphe à "l'algèbre enveloppante 
formelle complexifiée" : 

U v (f) = T(g C ) M}/ <x®y-y®x- u[x, y] >, (II.l.l) 
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et on a précisément : 

f*9 = r-\rf.Tg). (II.1.2) 
Ici t : A — > t^î/(0 e ) est l'isomorphisme de Duflo [Dl] : 

r = aoJ(D) 1/2 , (II.1.3) 

où a" est la symétrisation et J{D) 1 / 2 est l'opérateur différentiel d'ordre infini à coefficients 
constants correspondant à la série formelle : 



, s1 /0 / shad i/ 2 

j w 1/2 = ( det ^i#) ■ < ILL4 > 



On notera (5 ,n (g C ))n>o la filtration croissante usuelle de l'algèbre symétrique. On peut 
spécialiser la valeur du paramètre de déformation v : en effet, pour tout /, g dans A la 
série en v définissant f * g est polynomiale en v [K § 8], et donc peut s'évaluer en tout 
nombre complexe v : l'étoile-produit engendre donc une famille de lois associatives non- 
commutatives (* u ) sur A, le paramètre v parcourant l'ensemble des nombres complexes. 
Chacune de ces algèbres s'identifie via l'isomorphisme de Duflo r v à l'algèbre enveloppante 
de l'algèbre de Lie g^, d'espace vectoriel sous-jacent g c mais avec le crochet défini par 
[x, y]i/ = u[x,y]. Pour un paramètre réel h on notera Q h l'algèbre de Lie réelle d'espace 
vectoriel sous-jacent g mais avec le crochet défini par [x,y]ft = h[x,y]. 

II. 2. Modules topologiquement libres convergents sur (A, *) 

Nous reprenons les notations du § 1.7. Rappelons que Aq désigne la sous-C[z/] -algèbre de 
A engendrée par A. Comme la série entière a * b est un polynôme en v pour tout a, 6 G A 
on a : 

Ao = A[v\. 

Pour tout vq G C l'évaluation en vq : 

ev^ : Ao — ► (A, * Vo ) 

n n 

^v k a k i — > ^VQa k 

k=0 k=0 

est un morphisme de C-algèbres. 



Proposition II. 2.1. 

Soit R > 0, et soit pour tout vq G D(0, R) une représentation tv Uo de l'algèbre (A, * Vo ) dans 
un espace vectoriel topologique localement convexe séparé M. On suppose que pour tout 
a G A, m G M et i/q G -D(0, R), le vecteur n Vo (a)m est donné par l'évaluation en v$ d'une 
série entière faiblement convergente de rayon > R. Alors tout i/q dans le disque de rayon 
R induit une représentation tt^ = tv Uq o ev Uo de Ao dans M, et A4 = M[[u]] est alors un 
module topologiquement libre faiblement convergent de rayon > R. 

Réciproquement un module topologiquement libre faiblement convergent de rayon > R 
induit pour tout vq G D(0, R) une représentation ir Vo de (A, * Vo ) dans M. 
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Démonstration. Soient a, b G A et m G M. L'égalité : 

ir Vo (a* Uo b)m = ir Uo (a)ir Uo (b)m 

pour tout vq G D(0, R) implique l'égalité entre séries formelles : 

n v (a * b)m = 7r„(a)TTv(b)m, 

ce qui fait de Ai = M[[u]] un module topologiquement libre. Il est par construction 
faiblement convergent de rayon > R. 

Réciproquement si M est un espace vectoriel topologique localement convexe séparé et si 
Ai = M[[u]] est un A- module topologiquement libre faiblement convergent de rayon > R, 
considérons pour tout v G D(0,R) la représentation 7r^, de Aç> dans M donnée par la 
proposition 7.7.1. Si on note ir„ la restriction de tt^ h A C Aq, on a immédiatement pour 
tout me M : 

ir U0 {a)7r„ {b)m = 7^ Q (a)iï^ Q (b)m 
= 7r^,(a * b)m 
= iv UQ (a * UQ b)m. 

II. 3. Unitarité 

On appelle représentation unitaire d'une algèbre de Lie g une représentation p dans un 
espace préhilbertien telle que les opérateurs p(X) sont antihermitiens pour tout X G Q. Le 
théorème suivant montre comment relier un module topologiquement libre sur A fortement 
unitaire et convergent à une famille p% de représentations unitaires de l'algèbre de Lie g h , 
lorsque % prend des valeurs réelles. 

Théorème II. 3.1. 

Soit R > 0, et soit M un espace vectoriel topologique localement convexe séparé M 
préhilbertien (i.e. muni d'un produit scalaire hermitien). On suppose que Ai = M[[u]] 
est un module topologiquement libre faiblement convergent de rayon > R. Soit pour 
tout v Q G D(0, R) la représentation ix Uo de l'algèbre (A, *„ ) dans M associée à Ai par la 
proposition 11.2.1. Alors : 

1 ) l 'égalité : 

Ph(X) = -m ih (X) 

définit une représentation p% de l'algèbre de Lie g h dans M pour tout % G D(0, R). 
2) Les deux propositions suivantes sont équivalentes : 

a) Pour tout h G] — -R, R[ la représentation p% est unitaire. 

b) Le module topologiquement libre Ai = M[[u]], muni du produit scalaire à valeurs 
dans C[[v]] prolongeant naturellement celui de M, est fortement unitaire. 
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Démonstration. On a pour X, Y G g 



[ Ph (X), Ph (Y)} = -[7T ih (X), 7T ih (Y)] 
= -ihTT in ([X,Y]) 

= hp h ([X t Y]), 
= Pn([X,Y] h ), 

d'où la première partie de la proposition. 

L'unitarité du module topologique A4 = M[[v]] se traduit pour tout a G A et u, v G Ai 
par l'égalité entre séries formelles : 

< Tr„(a)u, v >=< u, n u (a*)v > . 

Comme nous avons supposé que l'indéterminée v est imaginaire pure, cette égalité se 
spécialise (au vu de la proposition II.2.1) en tout paramètre vq G i] — R, R[ : pour tout 

a G A et -u, v G M on a : 

< n Uo (a)u, v >=< u, iï UQ (a*)v > . 

Comme X* = X pour tout X G g on voit immédiatement que les opérateurs tt^X) sont 
bien hermitiens pour tout h g] — R, R[. L'opérateur p%{X) est donc bien antihermitien, 
d'où l'implication b) =>■ a). La réciproque est immédiate. 

III. Exemples 

Nous explicitons ici la variété caractéristique et la variété de Poisson caractéristique dans 
quelques exemples Poisson-linéaires. Le lemme suivant nous sera utile dans plusieurs de 
ces exemples ainsi qu'au chapitre IV : 

Lemme III. 0.1. 

Soit K un compact de R n d'intérieur non vide, m un entier non nul, R > 0, et soit 
(Pv)iseD(o,R) une famille d'opérateurs différentiels d'ordre < m dont les coefficients re- 
streints à K dépendent analytiquement de v. Alors pour tout (p G C^°(W n ) à support inclus 
dans K et pour toute distribution T de support inclus dans K la fonction v \-^< T, P v {}p) > 
est analytique sur D(0, R). 

Démonstration. Soit C£?(IR n ) l'espace des fonctions lisses sur M, n à support inclus dans K. 
On munit cet espace de la topologie de Fréchet définie par les seminormes : 

Nk((f) = sup sup \D a (p(x)\. 

\a\<k xEK 

On considère le laplacien A sur M. n . Il existe un entier L tel que la distribution (1 — A)~ L T 
soit une fonction continue sur K, car T est d'ordre fini. On a alors par intégrations par 
parties : 

<T,P„(<p) >= [ (1- /±)- L T(x)(l-/±) L P v (ip)(x)dx. 
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On écrit le développement en série entière : 

(1 - A) L P v {<p){x) = P'M{x) = " k QM(x), 

k>0 

où les Qk sont des opérateurs différentiels d'ordre < m + 2L. Les coefficients de P' v étant 
donnés sur K par des séries entières convergentes sur D(0,R), il existe pour tout r < R 
une constante C telle que les coefficients de Q k sont tous majorés sur K en module par 
Cr~ k . On a donc : 

sup \Q k ((p)(x)\ < C'r- k N m+2L (ip), 

xEK 

d'où la majoration : 

| / (1 - A)- L T(x)Q k <p(x) dx\ < C (Vol K)N m+2L (<p) sup |(1 - A)- L T(x)|r" fc . 

JK xEK 

Sur le disque de rayon r l'expression < T, P„((p) > est donc donnée par la série entière 
convergente : 

< T, P v (<p) >= V v k [ (1 - A)- L T(x)Q k ip(x) dx. 
k>o Jk 

Ceci étant vrai pour tout r < R on a bien convergence de cette série entière sur D(0, R). 
III. 1. Le groupe de Heisenberg 

Considérons le groupe de Heisenberg H 2n +i = t n x l n x 1 muni du produit 

(x, y, z) ■ {x', y', z') = (x + x',y + y', z + z' + ^(xy' - x'y)). 

Son algèbre de Lie f) 2n +i es t engendrée par < X\, X n , Yi, ...,Y n , Z > dont les crochets 
de Lie sont donnés par : 

[X i ,X j ]=S ij Z, ij = l,...,n. 

n n 

Pour f\ = \Z* + ^ a-iX* + ^ biY* G f)2 n +i? considérons la représentation p x associée à 

i=l i=l 

fx par la méthode des orbites. 

Cas 1 : Si À 7^ on peut prendre f\ = \Z*, en effet, la dimension de p x est infinie et 
l'orbite associée à f\ sous l'action coadjointe est Qf x = {(\,u,v), u,v G M. n }. 
Si on réalise p x à l'aide de la polarisation b =< Yï, Y 2 , Y n , Z >, alors p x agit sur l'espace 
L 2 (R n ). On notera aussi p x sa différentielle, qui se réalise dans l'espace de Fréchet des 
vecteurs C°°, qui est ici l'espace de Schwartz 5(IR n ) [Ki]. Elle est donnée par : 



p x (Z) = -iX 

< 

' dt 

p x {Yj) = itj, j = 1, ...,n. 



p x (X l ) = -JL, i = l,...,n 
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Ainsi, la représentation p\ est définie par les relations : 

p\(Z) = -iX 

Pn( Y j) = iht ji 3 = 1 , -,n. 

Le caractère polynomial en h de ces expressions nous permet d'utiliser la proposition 
II.2.1 et le théorème II. 3.1, ce qui fait de M = S(M. n ) [[u]] un module topologiquement 
libre faiblement convergent (de rayon infini) fortement unitaire. La représentation de A 
associée s'écrit : 

r ^(z) = a 

l Tr£(Xi) = -i^r, i = l,...,n 
l n£(Yj) = -îirtj, j = 1, ...,n. 

L'annulateur de ir x est donc engendré par Z — A, et donc : 

vAtô) = n fx . 

Par suite, 

r ^è(z) = a 

} Trà(Xi) = i = l,...,n 

Uo(^) = 0, /=l,-,n. 

On en déduit alors que Ann(7To) est engendré par < Z — A, Yj,j = 1, ...,n >. 
Il vient alors que : 

V(ici) = {le ï)* 2n+1 /l(Z - A) = et 1{Y 3 ) = 0, j = 1, n} 
= \Z*®? =1 RX; = fx + b ± . 

Un calcul analogue montre que si on réalise p x à l'aide de la polarisation 

b' =< X±, ...,X n , Z >, alors on a aussi que V(tt„) = f\ + b' et donc on voit clairement 
que V(n x ) dépend de la réalisation de 7r A . 

Cas 2 : Si A = 0, alors, l'orbite Qf se réduit au point {fo} et la polarisation associée à 
fo est l'algèbre de Lie f) 2n +i toute entière. Ainsi, 

p°{X) = -ifo(X), pour tout X G fj 2n+1 . 

Dans ce cas, on a que : n®(X) = ttq(X), pour tout X G f)2n+i- On en déduit alors que 
l'annulateur de 7r° est l'idéal engendré par {X — f (X), X G f)2n+i)- H s'ensuit alors que 

= b W(* - /o(*)) = o, VX G f) 2n+1 } 
= {/o}, 

et de même, VA(tc®) = {fo}. 
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III. 2. L'algèbre de Lie filiforme de pas n 

Considérons le groupe de Lie nilpotent filiforme de pas n, G n d'algèbre de Lie g n de 
dimension n + 1 muni d'une base de Jordan-Holder (Xi, ...,X n+ {) avec 



[X n+ i,Xj] = Xj-!, j = 2, n. 



Soit (X*, . . . , X* +1 ) la base duale de g*. Le centre de g est engendré par le vecteur X\. 

Soit / = hX{ H h l n+ iX* +1 e g* avec h ^ 0. Alors, b(l) =Vect{Xi, ...,X n } est un 

idéal abélien de g n qui polarise /. 

Comme l'ensemble indice de Pukanszky est {2, n + 1}, sans perte de généralité, on peut 
supposer que I2 = l n +i = (voir [BBR]). La représentation unitaire et irréductible p = pi 
associée à / se réalise alors sur L 2 (R). Sa différentielle est donnée par : 



Ô 

P{X n+1 ) = 

p{X x ) = -ih 
p(X 2 ) = ith 

p(X 3 ) = -i(l 3 + ^t 2 h) 



P (X n ) = -i(l n - l n _ lt + \l n - 2 t 2 + ... + (-1)»- 3 J^yt n ~ 3 + J^Yyt"- 1 ). 

Il s'ensuit alors que la représentation pn est déterminée par : 



d 

Ph(X n+1 ) = - — 

Ph{X-i) = -ih 
Ph(X 2 ) = +ihth 

Ph (x 3 ) = + \n 2 t 2 h) 



p h {X n ) = -i(l n - l n _ x U + h n -2h 2 t 2 + ... + T^r-A-M) n - 3 + - — — ttt(— fii) n_1 )- 

2 (n — 6)\ (n — 1)1 



Ces expressions étant polynomiales en h on peut encore appliquer la proposition II.2.1 et le 
théorème II.3.1, ce qui fait de M = S(M)[[u]] un module faiblement convergent fortement 
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unitaire. On obtient 



. d 

TT V (X 1 ) = 1 1 



TT„{X n ) =l n + ivl n _ x t - ^lS 2 l n _ 2 t 2 + ... + (iv) n 3 ( ^ 3)! 



(n-1)! 



Faisant v = on obtient donc 



n (X n+1 ) = -i^ 

7T (X 1 ) = Z 1 
7T (X 2 ) = 



k 7T (X n ) = Z n . 

En remarquant que Ann(7To) est engendré par < Xi — li, X%, X3 — I3,..., X n — l n >, il vient 
que pour / = (/1, / n +i) G g*, / G V^/tv) si et seulement si / G / + b(/) _L . D'autre part 
on voit que l'annulateur de tï v est engendré par les Vk, k = 1, . . . , n, avec : 



_ Y j h-i Y h-2 Y 2 



2l\ ~ 2 



(k-?,)\l k 1 -^ X2 (fc - l)!Zf 

La variété de Poisson caractéristique VA(n v ) est donc égale à l'orbite coadjointe Vt\. 
III. 3. L'algèbre de Lie du groupe affine de la droite : 

Considérons le groupe de Lie complètement résoluble " aX + b" défini par 
G = { ^ , a, b G R et a > 0}. Son algèbre de Lie est g = RX © MY, 

où J = Q^ety=^|| o) et ^° nt ^ 6 crocnet ^ e est donné par [X, Y] = Y. 

Ce groupe possède deux représentations unitaires et irréductibles p + et p- associées re- 
spectivement aux formes linéaires Y* et —Y*. Les différentielles de ces représentations 
sont définies par : 



fe-3 



2 V -> 



fc-i 



P+W = ~& et 
p + (Y) = -ie-* 



P-(Y) = ie~ x . 



22 



Alors, les expressions de p +t n et sont données respectivement par 



fp+AX) = -£ et {p-,n{X) = 
\ p +th (Y) = -ie-** \p-AY) = 



te 



On restreint ces différentielles à M = C|?(R) où K est un compact d'intérieur non vide. 
Appliquant d'abord le lemme III. 0.1 puis la proposition II.2.1 et le théorème II.3.1, on fait 
de Ai = M[[v]] un module faiblement convergent fortement unitaire (de rayon infini). Les 
annulateurs des représentations rr +l , et tï- v sont réduits au singleton {0} et par conséquent, 
les ensembles VA(tc +jI/ ) et VA(n- jI/ ) sont égaux à 0*. En prenant v = 0, il vient que les 
annulateurs de 7r +)0 et 7r_ )0 sont respectivement engendrés par (Y — 1) et (Y + 1). On 
obtient alors que : 

V(tt+, v ) = {l = xX* + yY* G fl* / G Ann7r + , , <p(l) = 0} 
= {/ = xX* + yY* G g* /y - 1 = 0} = Y* + b ± 

où b = WY est la polarisation asoociée aux formes Y* et —Y*. De même, 

V (tt- v ) ={l = xX* + yY* G g* /y + 1 = 0} = —Y* + b ± . 



Remarque : Pour ces deux représentations, la variété de Poisson caractéristique coïncide 
avec l'adhérence de Zariski de l'orbite coadjointe associée. 

III. 4. Un exemple résoluble exponentiel de dimension 3: 

Soit l'algèbre de Lie engendrée par les trois vecteurs {A, X, Y} dont les crochets de Lie 
sont donnés par: [A, X] = X — Y , [A,Y] = X + Y et soit G = exp 0. Alors, G est un 
groupe de Lie exponentiel non complètement résoluble. 

Soit / = xX* + yY* + aA* G 0*. Si x 2 + y 2 = 0, alors, l'orbite de / est réduite au singleton 
{/}. Ainsi, le calcul précédent de l'exemple III. 1. montre que dans ce cas, V(7T/ jl/ ) = {/}. 
Dans le cas où x 2 + y 2 ^ 0, la sous-algèbre b engendrée par < X, Y > est une polarisation 
de / vérifiant la condition de Pukanszky. Soit alors X/ le caractère défini sur B = exp b 
par x/(exp£/) = e ~' l f( u ) e t pj = Ind^x/- O n sait [ABLS] qu'il existe un unique 9 G [0, 2tv[ 
tel que p = pe = Pf e où je = cosOX* + siné>y*. L'orbite O associée à p est paramétrisée 
par 

Çl = {sA* + e- t cœ(t + 6)X* + e- t 8m(t + 6)Y*, s, te R }. 
D'autre part, on a que : 

(p(A) = ~i \Pn{A) = -i 

< p(X) = -le' 1 œs(9 + t) et < Pn (X) = -ie~ ht cos(# + ht) 

{ p (Y) = -le' 1 sin(# + t) { p h (Y) = -ie~ ht sin(# + ht). 

On se restreint comme dans l'exemple précédent à M = C£?(]R) où K est un compact 
d'intérieur non vide. Appliquant d'abord le lemme III. 0.1 puis la proposition II.2.1 et 
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le théorème II.3.1, on fait de A4 = M[[u]] un module faiblement convergent fortement 
unitaire (de rayon infini). La représentation ir u de A s'écrit : 

*u{A) = -ii (MA) = -if t 

Tr u (X) = é vt cos(9 - ivt) et l rr (X) = cos 9 
ttJy) = e iut sm(9 - ivt). { tt q (Y) = sin#. 

Il s'ensuit alors que l'annulateur de 7r„ est réduit à {0}, et donc : 

VA(tt v ) = g*. 

La variété de Poisson caractéristique coïncide donc ici aussi avec l'adhérence de Zariski de 
l'orbite coadjointe associée. Pour le voir il suffît de se convaincre que la spirale logarith- 
mique est Zariski-dense dans le plan, en remarquant que toute droite passant par l'origine 
intersecte cette spirale en une infinité de points. Par ailleurs l'annulateur de no est l'idéal 
engendré par les deux générateurs {X — cos 9, Y — siné>}. Soit B = exp b. La représentation 
p agit sur l'espace L 2 (G/B) qui est isomorphe à L 2 (expRA). On a alors, 

V(n u ) = {/ G g* /l(X - cos 9) = et l(Y - sin#) = 0} 
= f 9 +RA* =f e + b ± . 



III. 5. L'algèbre de Lie du groupe diamant 

C'est l'algèbre de Lie réelle g de dimension 4 de base (H, P, Q, E) avec les crochets : 

[H,P] = -Q, [H,Q) = P, [P,Q] = E, 

les autres crochets étant nuls. Notre référence est M. Vergne dans [BCD Chap. VIII § 1.4]. 
Si X = aH + bP + cQ + dE on calcule facilement la matrice de ad X dans cette base : 



adX 



On a également 



(adX) 2 = 





( 









— c 


a 







b 


-a 







V o 


-c b 


0/ 


/ 











ab 


-a 2 







ac 





-a 2 


\b 


2 + c 2 


—ab 


— ac 



ainsi que l'égalité 



(adX) 3 = -a 2 (adX). 



On en déduit l'expression explicite : 

exp(adX) = I + 



sma . v 1 cos cl , _ AA , 2 

adX -\ 5 (adX) 2 . 

a a 2 
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Après transposition et passage à l'inverse on en déduit la matrice de exp(ad* X) dans la 
base duale : 



exp(ad* X) 





c sina +b l- 





cos a 





— sin a 








sin a 
cos a 




1— cos a 
a 



(b 2 + c 2 ) 

c sina _ b 



2\ 1— cos a 

1 — cos a 
a 

„ 1— cos a 
a 



\ 



/ 



L'action coadjointe de expX sur un élément £ = jiH* + f3P* + 7Q* + XE* s'écrit donc : 



Ad>xpÀ"U - (// + ( c — + b- 

et 

1 — cos a 



cos a . ^ . , sin a 1 — cos a . 
)/?+(-&—— + c ) 7 



+ (o 2 + c 2 ) 



a 

X^H* 



a 



(t \n / • \ / sina 1 — cosa..\ 
+ ( (cos a)p + (sin a)7 + (c b )A 1 

\ et et / 



a 



a 

sin a 1 

+ ( (— sina)/3 + (cos 0)7 + (—6 c— 



cos a, 



a 



+ AS*. 



On note £j la i-ème coordonnée de Ad*(exp La dernière coordonnée £4 est ici invari- 

ante sous l'action coadjointe. Deux cas sont à considérer : 

Premier cas: £4 = A = 0. L'expression £f + £3 = P 2 + 7 2 est invariante sur le sous- 
espace défini par £4 = 0. On voit alors que les orbites coadjointes correspondantes sont 
les cylindres d'axe H* et chacun des points de cet axe, suivant que £| + £3 es t strictement 
positif ou s'annule. Ce sont exactement les orbites coadjointes du quotient de g par son 
centre (l'algèbre de Lie du groupe des déplacements du plan) : nous traitons cet exemple 
au paragraphe suivant. 

Deuxième cas : £4 = A 7^ 0. Faisant agir expY sur £ avec Y = bP + cQ on obtient : 

Ad*(ex P y).£= (ti + c[3 + b~f+ (b 2 + c 2 )X)H* 
+ (f3 + cX)P* 
+ (7 - bX)Q* 
+ XE*. 

En choisissant bien b et c on peut donc se ramener au cas où (3 = 7 = 0, ce que nous 
supposerons. La formule explicite donnant Ad*(exp se simplifie alors : 



Ad*(expX).£= (/j + (b 2 + c 



1 



cos a 



sin a 



1 



a' 
cos a 



\]H* 



+ (-b 
+ XE* 



a 

sina 



)AP* 



a 



C i^^)AQ* 
a 
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On voit que l'on a : 

6 2 + 6 2 _ 

^ 2^ ^ (III.5.1) 

Les orbites coadjointes dans ce cas-là sont donc les paraboloïdes de révolution d'axe 
H* donnés par les équations III. 5.1. 

Soit ip la fonction entière d'une variable complexe définie par : 

, , shz/2 

^ = -TJT' 

Il est clair que la matrice de </? 1//2 (adX) est de la forme : 

/l 0\ 

* ^/ 2 (ia) 

* * v? 1 / 2 ^) ' 

V * * * î / 



d'où avec les notations du §11.1 : 

j{xy/ 2 = 



1/2 _ sin(z/g/2) 



va/ 2 

L'isomorphisme de Duflo est donc donné par : 

sin(z/<9i/2) 

d 

où d± désigne l'opérateur de dérivée partielle — — dans g*, et où a désigne la symétrisation. 

Compte tenu des équations III. 5.1 on voit facilement que l'algèbre S (g) des polynômes 
invariants sur g* est engendrée par Ci et C2, avec Ci(£) = £4 et C2(£) = £f + £3 — 
2^i^ 4 . L'orbite coadjointe ^a,^ définie par III. 5.1 est donnée de façon équivalente par les 
équations : 

Ci(£) = A, C 2 (0 = -2A/x. (III.5.2) 

L'opérateur J{D) 1 / 2 agit par l'identité sur ces deux générateurs, et donc l'isomorphisme 
de Duflo t se ramène à appliquer la symétrisation sur les deux générateurs. Nous noterons 
encore un peu abusivement Ci et C2 les deux Casimirs t{C\) et t{C2). On a explicitement : 

Ci = E, C 2 = P 2 + Q 2 - 2EH. 
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Nous utilisons maintenant les notations du § IL Pour tout réel h il existe une famille de 
représentations unitaires irréductibles p\^-n de G% = expg h , dont les différentielles sont 
définies sur l'espace de Schwartz S (M) (muni du produit scalaire de L 2 (IR)) par : 

I d 2 1 

px ^ h{P) = ~Tx 

P\,»A E ) = -iX. 

Ces représentations sont unitairement équivalentes à celles que l'on obtient par induction 
holomorphe à partir du point pH* + XE* et de la polarisation complexe f) engendrée par 
H,E,P + iQ ([BCD] § V.4 et VIII. 1.4. 4). Les expressions sont ici polynomiales en Tt. 
Posant v = ih et appliquant la proposition II.2.1 et le théorème II.3.1 on en déduit une 
représentation unitaire tï\,^u de l'algèbre déformée A dans le module topologiquement 
libre «S(R)[[i/]], faiblement convergent fortement unitaire : 

^\,^A H ) 
T^\,nA E ) 

En annulant le paramètre v on voit que l'annulateur Ann7TA, M; o est l'idéal de S (g) engendré 
par E — A, Q et Ci + 2Xp. On en déduit que la variété caractéristique V(ir\^A est définie 
par les équations : 

e 2 2 + ^3-2^4 = -2A^ £4 = A, 6 = 0. 

La variété caractéristique V{tï\^A est donc une génératrice du paraboloïde de révolution 
Oa, m . La non-existence de polarisations réelles se traduit ici par le fait que la variété 
caractéristique n'est pas un sous-espace affine (cf. § IV. 2). 

L'annulateur hmm\^. u est quant à lui engendré dans A par Ci — X et C2 + 2Xp. L'idéal 
kmm\^.^ /v Ann7TA iAt;i , est donc engendré dans S (g) par Ci — A et C2 + 2Xp également. 
On en déduit que la variété de Poisson caractéristique VA(n\^A coïncide avec l'orbite 
coadjointe 

III. 6. L'algèbre de Lie du groupe des déplacements du plan 

C'est l'algèbre de Lie réelle g de dimension 3 de base (H, P, Q) avec les crochets : 

[H,P] = -Q, [H,Q] = P, 



2Xdx 2 
. d 
dx 
iXvx 

A. 



1 



Xv 2 x 2 + p 
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les autres crochets étant nuls. Nous nous référons encore à l'article de M. Vergne [BCD 
Chap. VIII § 1.3], ainsi qu'à [AM]. Si X = aH + bP + cQ on calcule facilement la matrice 
de ad X dans cette base : 

'0 0' 
ad A" = | — c a 
b -a 



On a également 





(ad A) 2 = I ab -a 2 









ab 


—a 


ac 






-a 2 

ainsi que l'égalité : 

(adA) 3 = -a 2 (adA). 
On en déduit la même expression explicite que dans l'exemple précédent : 

, , „ s T sina . _ _ 1-cosa. , v . 2 

exp(adA) = J H adA H = (adA) . 

a ar 

Après transposition et passage à l'inverse on en déduit la matrice de exp(ad* X) dans la 
base duale : 

(■y sina , l 1 — cos a t sina. , 1 — cos a 
a a a a 

cos a sin a 

— sin a cos a 

L'action coadjointe de exp A sur un élément £ = fiH* + f3P* + 7Q* s'écrit donc : 

A,*/ > / .sina ,1 — cosa x _ . ,sina 1 — cos a. \ TT , 

Ad* exp A ).£ = U + c + 6 )P + (-b + c b)# 

V a a a a / 

+ ((cosa)/3 + (sin 0)7) P* 



+ 



^(— sina)/3 + (cos a)7^Q*. 



Les orbites coadjointes sont donc les points fiH* et les cylindres fi r , r > d'axe H* et de 
rayon r, définis par l'équation £| + £f = r 2 . 

L'isomorphisme de Duflo est encore donné par : 

sin(z/9i/2) 

où <9i désigne l'opérateur de dérivée partielle — — dans a* et où a désigne la symétrisation. 

L'algèbre des invariants admet C : £ h- > £ 2 + £3 comme seul générateur, et l'isomorphisme 
de Duflo consiste encore à appliquer l'identité sur ce générateur. Le Casimir r(C) que nous 
notons encore C s'écrit : 

C = P 2 +Q 2 . 
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On considère pour r > 0, fi,7^0etO<À<lla famille p r ,x-n de représentations unitaires 
irréductibles de G% = expg h suivantes : la représentation p r ,\-,h agit sur l'espace 7ï\ des 
classes de fonctions 27r-pseudo-périodiques cp, telles que : 

<p(t + 2ir) = e 2inX <p(t), / Mt)\ 2 dt < +00. 

Jo 

Sa différentielle est définie par : 

Pr,\-h{H) = -h-^ 

Pr,x-,h(P) = irsin(9) 
Pr,\-,n(Q) = ircos(6) 

sur l'espace des vecteurs C°°, qui est ici l'espace des fonctions C°° de H\. Ces 
expressions sont polynomiales en h. Posant v = ih et appliquant la proposition II.2.1 et 
le théorème II.3.1 on a donc une famille de représentations unitaires de A dans le module 
topologiquement libre faiblement convergent fortement unitaire : 

n r ,\A p ) = -rsm(9) 
7r r ,\-AQ) = -rcos(e). 

En annulant v on voit que l'annulateur Ann7r r > ; o est engendré par H et par P 2 + Q 2 — 
r 2 . La variété caractéristique V(n r ^\A est donc le cercle de cote nulle dans O r défini 
par les équations £f + £f = r 2 et £1 = 0. Elle est donc indépendante du paramètre 
supplémentaire À. L'annulateur Ann7r r > ;!y est quant à lui engendré dans A par C — r 2 . 
L'idéal Ann7r r ! x-,v/ l/ Ann7r r) A ;i/ est donc également engendré par C — r 2 dans S (g). La 
variété de Poisson caractéristique VA{n rj \. v ) est donc égale à l'orbite coadjointe fi r . 

On considère maintenant l'espace H" des vecteurs analytiques. Ce sont les fonctions 
(p entières sur H. telles que <p(t + 2tt) = e 2i7rX cp(t). Soit R l'opérateur sur C7 w (R)[[i/]] défini 
par : 

Rip(9) = v(p(i/6). 

Cet opérateur est injectif. Soit C\ = R(H% [[^]]), et soit TT r ,\;v la représentation de A sur 
C\ définie par : 

Les deux représentations sont équivalentes par construction, et on a : 

T? r ,\A p ) = -rsm(y9) 
K r ,\AQ) = -rcœ(v6). 
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L'annulateur de 7r r > ;0 est engendré par P et par Q + r. La variété caractéristique V (ji r ,\;v) 
est donc cette fois-ci la génératrice du cylindre fi r définie par les équations £3 = — r et 

6 = 0. 

III. 7. Le cas semi-simple : modules de Verma 

Soit 0! une algèbre de Lie semi-simple complexe. La forme de Killing définie par : 

(X,Y) = Tr(adXoady) 

est non dégénérée et invariante par l'action adjointe. Elle induit donc un isomorphisme 
linéaire k de g 1 sur son dual g*, défini par : 

k(X) = (X,-), 

qui entrelace les représentations adjointe et coadjointe. Soit H un élément semi-simple de 
Qi, soit \) 1 une sous-algèbre de Cartan contenant H, soit A le système de racines associé, 
et soit A_|_ l'ensemble des racines positives provenant du choix d'un ordre sur f)*. On 
désignera par W le groupe de Weyl associé à ces données. 

La forme de Killing restreinte à h x est non dégénérée. Soit À = k~ 1 (H) G g^. La 
décomposition radicielle de g 1 s'écrit : 

g x = m_ © (h © m+, 

où rii± = © a6 ±A 0i • S°it S G ï)i la demi-somme des racines positives. La sous-algèbre de 
Cartan t)± est orthogonale à rii_|_ et ni_ pour la forme de Killing, ce qui permet de montrer 
que k~ 1 (H) G g* s'annule sur ni±. On identifiera donc f)^ à l'orthogonal de rii_ ©ni+ dans 
qI en prolongeant trivialement à tii_ © n\ + les formes linéaires sur Si if est régulier 
le stabilisateur de À pour l'action coadjointe est égal à h l7 et la sous-algèbre résoluble 
bi = f)! © ni + est une polarisation résoluble en À. 

Le cadre ci-dessus s'applique aux algèbres de Lie (g ;y ) !/6 c-{o} (avec les notations du 
§ II.2), qui ont toutes le même espace vectoriel sous-jacent que nous noterons g. Nous 
continuerons à identifier g et son dual avec la forme de Killing de g = g 1 (indépendamment 
de v) et non pas avec celle de g u . La décomposition radicielle : 

g u = n„- © © n„+ 

est indépendante de v en ce qui concerne les espaces vectoriels sous-jacents que nous 
noterons n_, \] et n + . De même, on note b + = f) © n + et : 

g a = {X G g, VA G f), [A, X] v = va{A)X}. 

Le système de racines associé à g„ est donc z/A, et g a coïncide pour tout v avec le sous- 
espace radiciel de g^ correspondant à va. Soit le module de Verma associé à À pour 
Q v . On a : 

M£ = W(fl„) © C, 
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où un élément A + Y de b u+ = t) l/ (Bn l>+ agit sur C via la multiplication par (X — uô)(A), et 
où l'action de U(q v ) est donnée par la multiplication à gauche. Lorsqu'on regarde v comme 
une indéterminée ce module est topologiquement libre sur A = U v {q) : il s'identifie en effet 
à ^(tt-), et donc à 5'(n_)[[z/]] via symétrisation. On a la décomposition en sous-espaces 
de poids sous l'action de h„ : 

Ml = (Ml)x-uS-up, 

où Q + désigne l'ensemble des combinaisons linéaires à coefficients entiers positifs d'éléments 
de A+. En annulant v on voit que tout A G f) agit sur M® par multiplication par X(A), 
que l'action de tto+ est triviale sur M® , et que l'action de no- est fidèle. L'annulateur de 
M° dans S (g) est donc l'idéal engendré par n+ et par les A — X(A), A G f). On en déduit : 

V(M%) = X + b^. 

Soit Xx ■ Z(U(q v )) ^ C le caractère central de M v x . Soit 7^ : Z(U(g„))^S{t)) w 
l'isomorphisme d'Harish-Chandra de q v [Dix § 7.4]. En considérant S{\)) w comme l'ensem- 
ble des polynômes VF-invariants sur f)* on a alors [Dix § 7.4.6] : 

xl(u)= lv (u)(X). 

L'isomorphisme de Duflo r„ : S^g) 3 ^ — > Z(U(q u )) s'obtient en composant 7" 1 à gauche 
par la restriction à f)* (isomorphisme de Chevalley). Pour tout v G S(q) Zv on a donc 
finalement : 

X l{r u {v)) = v{X). 

L'annulateur du module de Verma M% est l'idéal bilatère de U(g u ) engendré par 
KeiX\ ([Dix], Théorème 8.4.3). Via l'isomorphisme de Duflo c'est donc l'idéal bilatère de 
(S(q),*„) engendré par {v — v(\), v G S(g) s »}. 

Considérons maintenant v comme une indéterminée et comme module topologique- 
ment libre sur A. L'idéal Ann M^/(Ann Mj^ n vA) de S(q) est donc l'idéal engendré par 
{v — v(X), v G 5 , (g) "}. On en déduit la variété de Poisson caractéristique : 

VA(M%) = G g*, = v(X) pour tout v G S(g) B »}. 

Lorsque À (c'est-à-dire H) est régulier, c'est l'orbite coadjointe de À. Lorsque À = c'est 
le cône nilpotent. 

III. 8. Modules de Verma et réalité 

Le module de Verma admet une forme bilinéaire symétrique naturelle ayant de bonnes 
propriétés de covariance : la forme de Shapovalov [Sha], [D2]. En la modifiant pour la 
rendre sesquilinéaire hermitienne nous pourrons appliquer les résultats du § 1.6. 

On garde les notations du § III. 7. Soit (X_ a , H a , X a ) ae A + une base de Chevalley 
de Q 1 . Alors (— zV_ Q , —iH a , —iX ce ) ae A + est une base de Chevalley de g^ (où i = \/— î). 
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Soit Q i R la forme réelle déployée de g i associée. Elle est définie comme l'espace vectoriel 
réel engendré par les — iX_ Q , —iH a , —iX a . Ceci définit une forme réelle g R de l'espace 
vectoriel sous-jacent g, qui est à son tour automatiquement une forme réelle déployée K 
de l'algèbre de Lie g v pour tout v imaginaire pur. La conjugaison respecte les sous-espaces 
radiciels, donc a fortiori les trois composantes de la décomposition : 

g v = n u - © \) v © n„+. 

La conjugaison sur g (resp. sur ïj) par rapport à cette forme réelle induit une conjugaison 
sur le dual g* (resp. f)*) grâce à la formule : 

ë(X) := 

Nous étendons la conjugaison par multiplicativité à l'algèbre enveloppante W(g„). Cette 
algèbre enveloppante admet (grâce au théorème de Poincaré-Birkhoff-Witt) la décomposition : 

U{g v ) = W(U © (twWfoJ + Wfojiw) . 

Soit : U^g^) — > U(§ v ) la projection correspondant à cette décomposition. D'après ce 
qui précède cette projection est compatible avec la conjugaison, c'est-à-dire : 

P(u) — P(u) pour tout u G U{g u ). 

Nous définissons la transposition sur U(g u ) de la façon suivante : 

t"V" y t-y -y tzT tt 

et on étend cette transposition en un anti-automorphisme de U(g u ). Il est immédiat de 
voir que la transposition commute avec la conjugaison. Nous considérerons sur U(g v ) 
l'involution (semi-linéaire) définie par : 

* t — 
a = a. 

Cette involution (restreinte à g) définit une nouvelle conjugaison sur g, et donc une nouvelle 
forme réelle g R , qui est une forme réelle compacte de chacune des algèbres de Lie g h où 
h = —if est un réel non nul (cf. [H] § III. 6). Remarquons que l'on a : 

f) n / = %\) n flR . 

Nous noterons t) R cette intersection et nous noterons r la conjugaison (dans g ou dans f) ou 
dans leurs duaux respectifs) par rapport à cette nouvelle forme réelle. Supposons alors que 
A G [)* est réel, c'est-à-dire r(À) = À. L'involution * sur U(g v ) coïncide, via l'isomorphisme 
de Duflo, avec l'involution donnée au § I, la conjugaison étant r. 

Plutôt que de considérer le module de Verma Mj) comme dans le § III. 7 nous con- 
sidérerons le module de Verma M^ +uS . Considérons maintenant v comme une indéterminée : 
en tant que modules sur l'algèbre déformée A ils coïncident à O(u) près donc leurs variétés 
caractéristiques et leurs variétés de Poisson caractéristiques sont les mêmes. Soit e u x+u5 le 
vecteur de plus haut poids de M x+uS . 

Supposons que À soit réel. Nous définissons alors une forme sesquilinéaire sur le 
module de Verma M^ +uS par la formule : 

< m,n >„=< a.e v x+v5 ,b.e v x+v5 > v = P u (a*b)(\). 

C'est une version hermitienne de la forme de Shapovalov de M x+vS . 
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Proposition III. 8.1. 

La représentation tï v de A = U(q v ) dans M x+uS vérifie pour tout m, n G M x et pour tout 
u G U(g u ) : 

< um,n > v =< m,u*n > v . 

Démonstration. Soient a, b G U(q u ) tels que m = a.e x et n = b.e\. La proposition découle 
immédiatement de l'égalité : 

< ua.e x+u5 , b.e x+vS >=< a.e v x+v5 , u*b.e x+uS > . 

• 

La représentation associée est donc une ^représentation. De plus la forme quotient définie 
par <-,->„ en ^ = est hermitienne non dégénérée. Autrement dit le module de 
Verma M x+uS est fortement pseudo-unitaire. Nous pouvons donc appliquer les résultats 
du § 1.6. Les variétés caractéristiques V{n v ) et VA(tt„) sont donc définies sur le corps des 
réels. Elles sont données par les mêmes formules explicites que dans le § III. 7. 

Remarque : Soit À G f)*. Alors, en utilisant le théorème 7.6.24 de [Dix], il est facile de 
voir que le module de Verma M x+uS est simple (et donc que la forme de Shapovalov est 
non-dégénérée) sauf éventuellement sur un ensemble discret dénombrable de valeurs de v. 
Par ailleurs, sur la question de l'unitarisabilité de certains modules de plus haut poids, 
voir [EHW] et [Jak]. 

IV. Le cas résoluble exponentiel 

Dans le cas résoluble exponentiel, nous explicitons dans ce paragraphe, en utilisant 
la construction de [Pe2], la variété caractéristique d'une représentation n v associée de 
manière naturelle à une représentation monomiale unitaire quelconque induite à partir 
d'une polarisation réelle. 

IV. 1. Rappels sur la méthode des orbites pour les groupes exponentiels 

L'adaptation de la méthode des orbites de Kirillov aux groupes résolubles exponentiels 
est due à P. Bernât [BCD]. Soit G un groupe de Lie résoluble exponentiel connexe et 
simplement connexe d'algèbre de Lie g, soit / G g* et soit f) une polarisation réelle en /. 
Notons H le sous-groupe exp (). Soit 0/ l'orbite coadjointe de / et <i=dim Of. Soit X/ le 
caractère de H défini par : 

X/(expV) = e" î</ ' x> . (IV.1.1) 

Soit pr la surjection de Of sur G/ H définie par : 

pr(<7./) = gH. (IV.1.2) 

Celle-ci est bien définie car H contient le stabilisateur Gfdef. On considère la restriction 
du crochet de Poisson de q* à la feuille symplectique Of. Suivant [Pe2] on désigne par 
£°(Of) l'espace des fonctions <p = ip o pr, où ifj G C°°(G/H), et on désigne par £ x {Of) le 
normalisateur de £ (Of) dans C°°(Of) pour le crochet de Poisson. Tout X G Q peut se 
voir comme une fonction linéaire sur g*. Elle induit par restriction une fonction C°° sur 
Of que l'on note encore X. 
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Lemme IV. 1.1. 

Pour tout X £ q la fonction X appartient à £ l {Of). 

Démonstration. Le champ hamiltonien Hx associé à la fonction X est égal au champ 
fondamental donné par l'action coadjointe : 

Hxviv) = j tlt=Q V>(eM-tX). V ), V G O f . (IV.1.3) 

on a (p G £°(Of) si et seulement si <p(gh.f) = <f(g-f) pour tout g & G et h £ H, ou encore 
si H x <p = pour tout X G f). Il est donc clair que pour tout ip G £°(Of) et pour tout 
t G R, 77 1— > </?(exp — tX.r}) appartient aussi à £°(Of). On en déduit que Hx-'fi = {X, <p} 
appartient aussi à £°(Of). 

• 

Soit r = (ri, . . . , Td/2) '■ G/H O C IR d / 2 une carte globale. On supposera ici que l'ouvert 
fi est égal à R d ^ 2 en entier. C'est toujours possible dans le cas d'un groupe résoluble 
exponentiel ([BCD], [AC]) en choisissant une base (X 1 , . . . , X d / 2 ) coexponentielle à f) dans 
et en posant : 

t~ 1 (x u . . .,x d/2 ) = expxiXi • • ■ex.r J x d/2 X d/2 H. 

On supposera par la suite que la carte globale r est définie comme ci-dessus. Soient 
(çi, . . . , qd/2) l es fonctions dans £°(Of) définies par : 

qj = Tj opr. (IV. 1.4) 

Nous utiliserons les deux résultats suivants ([Pe2] Théorèmes 2.2.2 et 3.2.3) : 

Théorème IV.1.2 (N. V. Pedersen). 

Il existe une famille (pi, . . . ,Pd/2) dans £^ 1 (0/) telle que (p±, . . . ,p d /2, qi, ■ ■ ■ , qd/2) forme 
une carte de Darboux globale : 

$ : O f W f x R d / 2 
où Wf est un ouvert de R d / 2 , c'est-à-dire : 

{Pi,Pj} = {Qi,Qj} = 0, {Pi,Qj} = s î- (IV.1.5) 

Cet ouvert est R d / 2 en entier si et seulement si la polarisation t) vérifie la condition de 
Pukanszky : 

H.f = f + t ) ± . (IV.1.6) 
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Théorème IV.1.3 (N.V. Pedersen). 

Soit (p, q) un système de coordonnées de Darboux globales : Of ^ Wf x R d / 2 c R d comme 
dans le théorème précédent. Alors : 

1 ) dans ces coordonnées l'espace S (Of) s'identifie à l'espace des fonctions qui ne dépendent 
que de q, et l'espace s'identifie à l'espace des fonctions : 

d/2 

<P(P, Q) = a MP™ + a o(^) (IV.1.7) 

u=l 

où ao, ai, . . . , a d / 2 G C°°(M d / 2 ). En particulier pour tout X £ g la fonction associée lue 
dans la carte s'écrit : 

d/2 

ax,u(q)Pu + ax,o(q)- (IV.1.8) 

u=l 



où les dx, u , u = 0, . . . , d/2 sont des fonctions dans C°°(IR ' ). 

2) Il existe une unique représentation unitaire fortement continue p de G dans L 2 (M. d / 2 ) 
telle que l'espace de ses vecteurs C°° contienne C£°(IR d / 2 ), et telle que pour tout 

Ce C c 



d/2 d/2 

u—1 U u—1 U 

Cette représentation est équivalente à l'induite Ind H Xf- 

L'expression des fonctions X(p, q) découle immédiatement du lemme IV. 1.1. Les fonctions 
ux,u sont de plus entières à croissance au plus exponentielle [AC Théorème 1.6]. On peut 
tirer une information supplémentaire sur la valeur en q = des fonctions cix, u '■ 



Lemme IV. 1.4. 

1 ) Pour tout X G g on a ax,o(0) =< /, X >. 

2) Pour tout X e ï) et pour tout u = 1, . . . , d/2 on a aj )U (0) = 0. 

3) Pour tout j = 1, . . . , d/2 et pour tout u = 1, . . . , d/2 on a : 
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Démonstration. La première assertion découle immédiatement du fait que le point de Of 
de coordonnées (0, 0) est /. La deuxième assertion vient du fait que l'ensemble des points 
de coordonnées (p, q) avec q = est H.f, qui est inclus dans / + h -1 . Quant au troisième 
point, il découle d'un calcul direct : 

a Xj , u (0) = -^-X j (p,0) 

= -{q u ,Xj}(p, 0) 
= {X j ,q u }(p, 0) 

= llt=o^( exp ^- fe0) ) 

= ^| t=o ^( p '( O '---' _t '--- O (-t en position j) 



IV. 2. Construction d'une représentation n u de A 

On applique la construction précédente à une famille (Gn)nem-{o} de groupes exponen- 
tiels. Plus précisément, soit (Q^neR la famille d'algèbres de Lie résolubles exponentielles 
définie par un même espace vectoriel sous-jacent $j, avec le crochet : 

[X,Y] h = h[X,Y]. 

On notera exp^ l'exponentielle de g h dans G%. Soit / G g*. L'orbite coadjointe = 
Gn-f C 0* est la même pour tout h ^ 0, mais la structure de Poisson dépend de h : pour 
tout rj G et -0 G C°°(0*) on a : 

{p, VMrç) = &te^}ifa) = ^ < V, [Mv),dil>(ri)] > ■ (IV.2.1) 

On notera toujours Of cette orbite commune, lorsque la structure de Poisson n'a pas 
besoin d'être précisée. En revanche l'orbite O/ o dégénère et se réduit au point /, puisque 
le groupe Go est abélien. 

Il existe un sous-espace f) de g qui est une polarisation réelle de / dans Q h pour tout 
h 7^ 0. Soit H h = exp n f) C G%. Soit Xf,h le caractère de H h défini par : 

Xf ,n(^PnX)=e-^ x> . (IV.2.2) 

On utilise les résultats rappelés au § IV. 1 pour construire une réalisation simultanée de 
toutes les induites Ind^p Xf,n dans le même espace L 2 (R d / 2 ). En effet si (p, q) est le 
système de coordonnées de Darboux globales du théorème IV. 1 pour O/^ (correspondant 
à h = 1), alors pour tout h ^ 0, un système de coordonnées de Darboux globales pour Of } n 
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est donné par (p, q') = (p, h 1 q) = (pi, . . . ,p d / 2 , h 1 Qi , • • • , h 1 Qd/2)- P° ur tout X G Q la 
fonction correspondante lue dans cette carte s'écrit : 

d/2 

(q)p u + a x ,o(q) 

u=l 
d/2 

= ^2 a x ,u(W)Pu + a x ,o(hq')- 

14=1 

Il existe donc pour tout h 7^ 0, d'après le théorème IV. 1.3, une unique représentation 
unitaire fortement continue p% de G% dans L 2 (R d / 2 ) telle que l'espace de ses vecteurs 
C°° contienne C c °°(M d / 2 ), et telle que : 

d/2 d/2 

pn(xm = -JP -nxfiWm + 2 (E ^p(^))^)- ( IV - 2 - 3 ) 

M=l " 14=1 M 

Cette représentation est équivalente à l'induite Ind^ Elle est irréductible si et seule- 
ment si la polarisation () vérifie la condition de Pukanszky H%.f = f + i)~ L pour un quel- 
conque h 7^ 0. 



On peut par ailleurs facilement réaliser l'induite Ind H ° x/,o dans L (M. ' ), ce qui 
donne : 

po(ex.ptX j ).(p(t 1 , . . .,t d / 2 ) = <p(ti, . . .,tj-!,tj - t,t j+1 , . . .,t d / 2 ), 
et pour tout X G f) : 

poiexptX).^!, . . . , t d/2 ) = e- ît</ ' x> v?(ti, • • • , t d/2 ). 

En différenciant en t = on obtient : 

PoiXj).^, . . . , £ d/2 ) = —Qf,f(ti, td/2), (IV.2.4) 

et pour tout X G f) : 

poPO-V^i, • • • , td/2) = -i<f,X> .<p(t u . . . , * d/2 ). (IV.2.5) 

Grâce au lemme IV. 1.4 les notations sont cohérentes : la représentation po de Go dans 
C^(R d/2 ) s'obtient en prolongeant à h = la formule (IV.2.3). 

Soit maintenant K un compact fixé de M d / 2 d'intérieur non vide, et soit M = C^(R d / 2 ) 
l'espace des fonctions C°° à support dans K. Cet espace est pour tout réel % un sous- 
module du module des vecteurs C°° de p%. On munit M de la topologie de Fréchet définie 
par les seminormes : 

Nk(<p) = sup sup \D a (p(t)\. 

\a\<kteK 
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On reprend les notations du § IL Le dual topologique de M est l'espace des distributions 
de support inclus dans K. Soient ip G M et T G M'. Comme les fonctions cix, u sont 
entières, on voit en appliquant le lemme III. 0.1 que l'expression < T, p^w)^ > est entière 
en h pour tout w G S (g), où l'on a identifié S (g) et lf(g h ) via l'isomorphisme de Duflo. En 
posant : 

TT VQ {X) = ip- iV0 (X) (IV.2.6) 

on obtient une famille (n Uo ) de représentations de (A, * Vo ) dans M vérifiant les conditions 
de la proposition II.2.1 (avec R = +00). En appliquant la proposition II.2.1 et le théorème 
II.3.1 on a donc structure de module topologiquement libre faiblement convergent de rayon 
infini fortement unitaire sur Ai = M[[v]]. L'expression de la représentation 7r„ de l'algèbre 
déformée A dans Ai s'obtient comme suit : pour tout X G g on a : 

d d 

u=l ° tu 1 u=l ° tu 

et l'action d'un élément de A s'obtient via l'identification A = IA v (q c ) donnée par l'isomor- 
phisme de Duflo. 

IV. 3. Calcul de la variété caractéristique 



Théorème IV.3.1. 

Soient q une algèbre de Lie résoluble exponentielle, f un élément de g* et f) une polarisation 
réelle en f. Soit d la dimension de l'orbite coadjointe de f, soit K un compact de M. d / 2 
d'intérieur non vide. Soit n v la représentation de l'algèbre déformée A dans le module 
topologiquement libre convergent M = C^(W 1 / 2 ) {[u]] construite au paragraphe IV. 2 à 
partir de ces données. Alors, 

vM = f + t ) ± . 

En particulier, si f) vérifie la condition de Pukanszky on a V^^) = H.f. 
Démonstration. Faisant v = dans (IV. 2. 7), on obtient : 

d 

2 d 
7T pO = ^/a x ,«(0)— + a x ,o(0). 

D'après le lemme IV. 1.4 on a donc : 

(n (X J ) = -i£-,j = l,...,d/2 

\ n (X) =< /, X > pour tout X £ t). 

L'annulateur de ttq est l'idéal de S(g) engendré par les X— < f, X >, X G h, d'où l'égalité : 

V{-K u )=f + ^. 
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IV. 4. Le cas nilpotent 

Dans les exemples III. 1 et III. 2 la variété de Poisson caractéristique coïncide avec l'orbite 
coadjointe. Cette propriété se généralise à toute représentation unitaire irréductible d'un 
groupe nilpotent : soit g une algèbre de Lie réelle nilpotente de dimension n. Soit / G g*, 
soit f) une polarisation réelle en / et soit p% la représentation unitaire du groupe simplement 
connexe Gn = expjj^ donnée par la construction du § IV. 2. Elle est irréductible car f) vérifie 
toujours la condition de Pukanszky dans le cas nilpotent. L'orbite coadjointe O/ C g* 
est une sous-variété algébrique, donnée par l'annulation de polynômes à valeurs réelles 
(Qj)j=i,..., n -d où d désigne la dimension de l'orbite. 

Soit r l'isomorphisme de Duflo, qui se réduit ici à la symétrisation. D'après le théorème 
2.3.2 de [Pel] (adapté ici à nos conventions de signe dans la définition du caractère Xï)i 
l'annulateur de pn dans U(q h ) est l'idéal engendré par les Uj avec r _1 (wj)(?7) = Qj(irj). On 
voit alors que l'annulateur de la représentation tï v de l'algèbre déformée A est engendré 
par les Qj. L'idéal Ann7r^/(Ann7r^ fl vA) de S(q) est donc également engendré par les 
Q j , d'où l'égalité entre l'orbite O et la variété de Poisson caractéristique. On a donc : 

Théorème IV.4.1. 

Avec les notations ci-dessus, 

VA(ir v ) = fi. 



Remarque : ce théorème est en général faux pour un groupe résoluble exponentiel non 
nilpotent, comme le montrent les exemples III. 3 et III. 4. Dans ces deux exemples la 
variété de Poisson caractéristique est égale à la fermeture de Zariski de l'orbite. 
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